Def.:

Pozn.:

Def.:

Pozn.:

Pozn.:

Pozn.:

Pozn.:

§5. Linearni lomena funkce

. k
Necht k J R, k # 0. Pak funkci f: y = — nazyvame nepiimou umérnosti
X

s koeficientem k.

a) D(f) =R - {0}
H(f) =R - {0}
b) Grafem nepiimé imérnosti je rovnoosa hyperbola s asymptotami na svych osach.

k . v/ z .z ~ 7
Necht' f: y= —, k # 0 je nepfima imérnost. Pak plati:
X

1) fje licha

2) k>0 fje klesajici v kaZzdém intervalu
(-0030), (0;0)

k<0 fjerostouci v kazdém intervalu

(-0030), (0;00)

3) fneni omezena ani shora ani zdola

4) fnema extrémy

5) fneni periodicka

6) fje prosta

+
Necht a, b, ¢, d 1 R, ¢ # 0, ad — bc # 0. Pak funkei f:y= =

nazyvame
cx+d

linearni lomenou funkci.

Nepiima umérnost je specidlnim piipadem linearni lomené funkce proa=d =0 =>

Vlastnosti linearni lomené funkce vySetifime délenim (ax + b) a (cx + d) a Gpravou:

ad
b —
ax+b _a c . Yy P
= =—+ ; Upravou potiebujeme ziskat tvar A +
cx+d ¢ cox+d x—B

K - koeficient nepfimé imérnosti, kterou budu posouvat

B — posun grafu nepfimé imernosti po ose x 0 ——
c

v oo . a
A — posun grafu nepiimé umérnosti po ose y o —
c

Upravu linearni lomené funkce miiZeme provést nasledovneé:

b—ﬂ bc—ad
:ax+b:£+ c :£+ C2 = k +ﬁ
cxtd ¢ oatd ¢ d o d ¢
¢ c

) DY) =R-(-2)

H@=R—{%}



b) Grafem linearni lomené funkce je rovnoosa hyperbola s asymptotami: x = — d
c

<
Il
SRS

ax+b
cx+
1) parita — obecné neni ani suda ani licha
2) bc > ad, pak fje klesajici v intervalu o

Necht f:y =

,c % 0,ad—bc # 0 je linearni lomena funkce. Pak plati:

coos-Lya(-4 o)
C C

bc < ad, pak fje rostouci v intervalu

(oi=Dya(-Lioo)
c c
3) fneni ani shora ani zdola omezena
4) fnema extrémy
5) fneni periodicka
6) fje prosta




§6. Racionalni lomena funkce

P(x)

Def.:  Necht P(x), Q(x) U R[x] jsou polynomy, Q(x) # 0(x), pak funkci f: y = o)
X

nazyvame racionalni lomenou funkci.

Pozn.: a) Polynomicka funkce je specidlnim piipadem racionalni lomené funkce pro
konstantni polynom Q(x).
b) Linearni lomena funkce je specidlnim piipadem racionalni lomené funkce pro
linearni polynom Q(x) a konstantni nebo linearni P(x).

Pozn.: D(f) =R - {cy; cz; ... ; cn}, kde ¢y, ¢y, ..., ¢, jsou redlné koteny polynomu Q(x).

, P(x)
Necht' f:y =
echt' f:y 0r

, Q(x) # 0(x) je raciondlni lomena funkce, kde P(x) a Q(x) nemaji

spole¢né koteny. Necht c;, ¢y, ..., cx jsou vS§echny navzajem rizné redlné koteny
polynomil P(x) a Q(x) s lichou nasobnosti. Necht' ¢; < ¢; < ... < ¢t Pak v kazdém
z intervalt (-, ¢;) (cy, €2) ... ( Ck1, Ck), { Ck, %) je raciondlni lomena funkce
P(x)
fiy=
O(x)

V sousednich intervalech se znaménka stiidaji.

stale nekladna nebo neziporna (v téch bodech, v nichz je definovana).

P(x)

Def.: Raciondlni lomena funkce f: y = ) ; Q(x) # 0(x) se nazyva:
X

a) ryze lomena raciondlni funkce, pravé kdyz st(P(x)) < st(Q(x)),
b) neryze lomen4 raciondlni funkce, pravé kdyzZ st(P(x)) = st(Q(x)).

Neryze lomena racionalni funkce je bud’ polynom, nebo se da vyjadrit jako soucet
polynomu a ryze lomené racionélni funkce.

Véta o rozkladu raciondlni lomené funkce na parcialni zlomky:

, P(x)
Necht' f:vy=
T

P(x) a Q(x) nemaji spolecné koteny. Necht’
QW) = a,(x—c)"(x—c,)(x—c)" (x> + px+q) (x> + px+g,)".(X +px+g)"
je rozklad polynomu Q(x) v redlném oboru. Pak existuji ¢isla Cy,, Cy,, ..., C; 5 C,,
Crpros Cop3 s €y, Cppy o, G POy By Qs o B0 Qs By Oy Pyl Oy

o By Oy s Py Qs Py Qs s By O,, tak, Ze prol x U Riplati: y =

— |: Cll + C12 + + Clk] + C21 + C22 + + C2k2 + .

; Q(x) # 0(x) je ryze lomena racionalni funkce, kde polynomy

x-c (x_%)Z (X_Clgl x=c, (x_cé)z (_x—Cz)kz
oy 2 — Ik, _ 2P1X+ nL 2P12X+Q12 -
x—c¢;, (x-—c (x=c¢,))" x"+tpx+tq, (" +pxtgq,)
Plﬁx + er] + Pyx+0Q, + Pyox+0, + o+ P2rzx + Q2rz +
5 > 5 -+ 5
(x"+px+q)' x +p,x+q, (X +px+q,) (x” + p,x+q,)"

+ Px+0Q, + P,x+0Q, + o+ Psr.,-x + er.\ } 1

X +pxtq, (F+px+q) T (P +px+q)|a,



§7. Mocninna a inverzni funkce
Mocninni funkce s celym exponentem

Def.: Necht' n O N. Pak f: y = x" nazyvame mocninnou funkci s pfirozenym exponentem.

Pozn.: Jde o specialni piipad polynomické funkce proa,=1;a;=0; Ui {0; 1;...;n-1}.

Pozn.: a)f:y=x"n=2k,kON b)f:y=x"n=2k+1,k0N
D(f) =R D= R

H(f) =(0; ) Hp =R

Necht' f: y = x"; n 0 N je mocninné funkce s pfirozenym exponentem. Pak plati:

n=2k kUN n=2k+1,kUN
1) parita suda lich4
2) monoténnost x [ (-0;0) ...klesajici rostouci
x U {0;00) ...rostouct

3) omezenost zdola omezena neni zdola omezena
neni shora omezena

4) extrémy minimum v bod¢ [0; 0] nema extrémy

5) periodicita neperiodickd neperiodicka

1
Def.: Necht n N, x # 0. Pak funkci f:y =x"= — nazyvame mocninnou funkci
X

s celym zadpornym exponentem.

Pozn.: a) Jde o specidlni pfipad racionalni lomené funkce.
b) Piipomefime, e x” = 1; Ox O R-{0}.

Pozn.: a)y=x";n=2k; kKON b)y=x"n=2k+1; kN
D(f) = R-{0} i D(f) = R-{0}
H() = R* H(f) = R-{0)

I

|
| s

Necht' f: y = x™"; x 0 R-{0}, n [0 N je mocninna funkce s celym zapornym
exponentem. Pak plati:



Pozn.:

Def.:

Pozn.:

Def.:

Pozn.:

Pozn.:

n=2k;, kUN n=2k+1,kUN

1) parita suda lich4
2) monotoénnost x LI (-00;0)...rostouci x L (-00;0)...klesajici
x U (0;00) ...klesajici x U (0;00) ...klesajici
3) omezenost zdola omezena neni zdola omezena
neni shora omezena
4) extrémy nema extrémy nema extrémy
5) periodita neperiodickd neperiodicka
prosta

Necht @ 00 Ax B je binarni relace. Inverzni relaci k @, nazyvame relaci @™ 0 BX A:
a™ ={[y,x]I0OBxA,[x yl0a}.

Inverzni relace funkce nemusi byt vzdy funkci, ale plati: Necht fje funkce. Inverzni
relace f~ je funkci <=> fje prosta.

Necht fje prost4 funkce. Pak inverzni relace /' k prosté funkci f se nazyva inverzni
funkce k funkci f.

a) Mé-li funkce f defini¢ni obor D(f) a obor hodnot H(f), pak inverzni funkce f ' ma
defini¢ni obor D(f ") = H(f) a obor hodnot H(f ) = D(f).

b) Grafy funkce fa funkce k ni inverzni £ (u nichZ jsou zamén&né promé&nné) jsou
soumérné sdruzené podle pfimky o rovnici y = x.

c) Je-li funkce frostouci (klesajici), je také f T rostouct (klesajici).

Mocninna funkce s racionalnim exponentem

Naleznéte inverzni funkci k funkci f: y = X

Takova funkce neexistuje, nebot’ fneni prosta. Proto ziZime D(f) = (0; ) => zde je f

rostouci (tedy prostd) => [ f aE y= Jx.

Necht' n LI N, n = 2, x = 0. Pak inverzni funkci k funkci f: y = x" nazyvame n-tou
odmocninou a znacime f R y= x .

D(f ) =H(f”) = (0;)

Necht f7:y= Yx,n0ON,n=2 je n-td odmocnina. Pak plati:
1) £ nenf ani lich4 ani sudé

2) f N je rostouci (tedy prosta)

3) zdola omezena

4) ostré minimum v bodé¢ [0;0]

5) neni periodicka

Ox, y 0 (0;00), OnON:y= Wy <=>y"=x



Pozn.:

Pozn.:

Def.:

Pozn.:

Pozn.:

Pozn.:

Pozn.:

Pravidla pro pocitani s odmocninami:
Oa bR, Om, n, p U N, plati:

w—d_—\/_
f

3)(J—>'" =4a"

4)"’"1 a - ””Q/Z
S)nlam - ”P[amp
Zvlastnim ptipadem je a’ =1 (a # 0).
ya
Necht £ [ Q. x U R". Pak funkci f: y = x?= {/x” nazyvdme mocninnou funkci

q
s raciondlnim exponentem.

Defini¢ni obor mocninné funkce s raciondlnim exponentem (tj. pro ktera a je
p

definovand mocnina s racionidlnim exponentem al ) zavisi na exponentu L.
q
rUN=>aUOR=>D()=R
rdZ - N=>al R-{0} =>D(f) = R-{0}
r0Q - Z=>aOR"=D({ =R*(pror>0=>a 0 R, =>D() =R")

Grafy mocninné funkce s racionalnim exponentem také samoziejmé& zavisi na exp. r.
r0Q" — Z =D =H({ =R% L r0Q - Z =>D{@=H{=R"

Necht f:y=x,r0Q — Z,x 0OR"je mocninni funkce s racmnalmm exponentem.
Pak plati: Vﬁ ‘,
1) funkce fneni sud4 ani licha ‘f
2) r>0... fje rostouci
r<0 ... fje klesajici
3) funkce fje zdola omezena
4) funkce nemé extrémy (kdyZ r>0a x [ R%, ‘
potom f ma ostré minimum v bod¢ [0;0]). /o

Pravidla pro pocitani s mocninami:
Oab0OROrs0Q,(r>sb # 0), plati:
Da.a =a™
2)a":a’ =a”
3a)) ="

rbr

4)(ab)" =
aY _a
ﬁ(?j T

Analogicky jako mocninnou funkci s raciondlnim exponentem bychom mohli zavést
mocninnou funkci s redlnym exponentem (pfipadn€ mocninu s redlnym exponentem).
Defini¢ni obor (zéklad) by byl také z R" a platily by stejné vztahy jako pro racionalni
exponenty.



